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ЧИСЛЕННОЕ МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ РАСКАЧИВАНИЯ 
ПОДНИМАЮЩЕГОСЯ ГРУЗА ПРИ ПОВОРОТЕ СТРЕЛОВОГО КРАНА 
 
Практическое решение задач транспортировки грузов с применением действующего 

подъемно-транспортного оборудования требует корректной реализации точных управляемых 
движений в течение допускаемого времени, необходимого для осуществления конечных пе-
ремещений рабочего органа стрелового крана и поднимаемого груза [1–10]. Дальнейшее со-
вершенствование конструктивно-технологических параметров и динамических режимов ра-
боты стреловых кранов требует подробного теоретического описания сложных колебатель-
ных движений в многомассовых механических системах, моделирующих исполнительный 
орган подъемно-транспортного механизма и перемещаемый груз [1–10]. Решению указанных 
задач посвящен ряд работ современных украинских [1–3] и зарубежных [4–10] исследовате-
лей. При этом получаемые системы дифференциальных уравнений движения многомассовых 
механических систем характеризуются высокой нелинейностью и, как результат, исключи-
тельной сложностью численного интегрирования, что требует широкого применения мето-
дов декомпозиции [11] и линеаризации [12–17] решаемых задач классической механики, 
а также применения систем компьютерной алгебры [18–20]. Одной из серьезнейших техно-
логических проблем при эксплуатации стреловых кранов, приводящих к существенной поте-
ре производительности и увеличению затрачиваемого времени на осуществление целевого 
перемещения переносимого груза, является явление раскачивания груза при повороте стрелы 
работающего крана. Решению динамических задач раскачивания груза посвящены исследо-
вания Кузьмина А. Н. и др. [1], Герасимяка Р. П. и др. [3], Зарецкого А. А. и др. [4–5], Голдо-
биной Л. А. и др. [8], а также Подобеда В. А. [9]. Задачи динамического анализа поворота 
стрелы работающего крана решаются в работах Макаревича Е. В. и др. [2], а также Корыто-
ва М. С. [7]. В то же время в работах Дремова В. И. и др. [6], а также Лобова Н. А. [10] проана-
лизированы особенности решения динамических задач, связанных с подъемом грузов. При 
этом необходимо отметить недостаточную изученность динамических задач, связанных 
с одновременным анализом колебательных движений, возникающих при подъеме перемеща-
емого груза, раскачивании груза по отношению к поворачивающейся стеле и учета собствен-
но поворота стрелы крана. 

Целью работы является постановка и численное решение обратной динамической за-
дачи об установлении законов колебательных движений в механической системе «стрела 
крана – груз» при раскачивании поднимающегося груза по отношению к поворачивающейся 
стреле крана с учетом переменной длины троса в классе непрерывных функций. 

Для решения поставленной задачи воспользуемся методами аналитической механики, 
связанными с применением уравнений Лагранжа II рода к описанию сложных движений ме-
ханической системы с тремя степенями свободы (рис. 1). Пускай OC – длина стрелы крана, 
CMt – переменная длина свисающей части троса, Mt – поднимающийся груз, совершающий 
прямолинейное движение вдоль линии MtC и раскачивающийся в подвижной вертикальной 
плоскости CMtMt+1

abs, которая поворачивается вместе со стрелой OC, оставаясь перпендику-
лярной к линии стрелы OC (рис. 1). 

В рассматриваемом случае абсолютное движение груза характеризуется наличием 
следующих компонент скоростей груза: zVrz   – вертикальная проекция относительной ско-

рости груза вдоль оси z ;  zVr   – горизонтальная проекция относительной скорости груза 

вдоль оси  , где переменная длина свисающей части троса zCMCM abs
tt  1 ;  RVe   – го-

ризонтальная проекция переносной скорости груза вместе со стрелой вдоль оси  ,  
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где R – длина стрелы. Принимая во внимание, что абсолютная скорость груза определяется 
на основании теоремы о сложении скоростей при сложном движении, устанавливаем, что 

erαrzabs VVVV


 . При этом кинетическая энергия системы может быть определена как 

стргр TTT  , где   221 absгргр VmT


  – кинетическая энергия груза, а    221 Oyстр JT   – ки-

нетическая энергия вращающейся стрелы OC, где   231 RmJ стрOy   – момент инерции стре-

лы крана OC (рис. 1). 
 

 
Рис. 1. Расчетная схема механической системы с тремя степенями свободы,  

моделирующей поворот стрелы крана на угол q1 = φ с одновременным подъемом q2 = z 
и раскачиванием q3 = α груза Mt в вертикальной плоскости CMtMt+1

abs 

 
После несложных преобразований находим, что: 
 

                RzRzzT гр
2
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222

гр
2
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Для обобщенной координаты q1 = φ, определяющей поворот стрелы крана, записыва-
ем соответствующее уравнение Лагранжа второго рода: 
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где  аQ  – обобщенная сила от действия активных сил, рассчитываемая для изохрон-

ной вариации 0  при условии 0 z . На рис. 1 обозначен tbM вр   [Н·м] – вра-

щающий момент привода стрелы крана, где b  [Н·м/с] – постоянная вращения привода стре-
лы, экспериментально определяемая из условия   11  t , где 1t  – известное из эксперимента 
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время поворота стрелы на экспериментально измеренный угол 1 . В таком случае имеем 
  RFMQ ветвр
а  , где ветF  – ветровая нагрузка, действующая на стрелу. Т. о. находим, 

что   RFtbQ вет
а  . Посредством дополнительного расчета частных производных 

T , T  и   dtTd   от кинетической энергии системы (2), получаем первое урав-
нение Лагранжа, определяющее переносное движение стрелы крана: 

 

   RFbtRzmzRmmmR ветгргрстргр    32 . (3) 
 

Для обобщенной координаты q2 = z, определяющей относительное вертикальное пе-
ремещение груза при подъеме, записываем следующее уравнение Лагранжа: 

 

     
00 




 zAQzTdtzTd z
a
k

а
z , (4) 

 

где  а
zQ  – обобщенная сила от действия активных сил, рассчитываемая для изохрон-

ной вариации 0z  при условии 0  . На рис. 1 обозначена tFвоз  a  [Н] – подъ-

емная сила, действующая на груз, где a  [Н/с] – постоянная подъемной силы, эксперимен-
тально определяемая из условия   11 ztz  , где 1t  – известное из эксперимента время подъема 

груза на экспериментально измеренную высоту 1z . В таком случае имеем 
    gmFFQ гр

z
упрвоз

а
z  , где   czF z

упр   – сила упругости каната, поднимающего груз. Т. о. 

находим, что   gmzctaQ гр
а

z  . Посредством дополнительного расчета частных произ-

водных zT  , zT   и   dtzTd   от кинетической энергии системы (2), получаем второе 
уравнение Лагранжа, определяющее относительный подъем груза: 

 

      gmmcRzz гргр  taz2   . (5) 
 

Для обобщенной координаты q3 = α, определяющей относительный поворот груза 

в соприкасающейся вертикальной плоскости  abs
tt MCM 1  по отношению к вертикали tCM  

при его раскачивании, записываем соответствующее уравнение Лагранжа: 
 

     
0z0z 


  a

k
а AQTdtTd  , (6) 

 

где  аQ  – обобщенная сила от действия активных сил, рассчитываемая для изохрон-

ной вариации 0  при условии 0 z . В данном случае при некотором угле 0  

(рис. 1) имеем      
 sincos  gmFFzQ групрвет
а , где ветF  – ветровая нагрузка, дей-

ствующая на груз, а    czFупр   – сила упругости каната в трансверсальном направлении, ха-

рактеризующая упругие свойства каната подъемника при относительном раскачивании гру-
за. Т. о. находим, что    cossincos 2  czzgmzFQ грвет

а . Посредством дополни-

тельного расчета частных производных T , T  и   dtTd   от кинетической 
энергии системы (2), получаем третье уравнение Лагранжа, определяющее относительное 
раскачивание груза по отношению к поворачивающейся стреле крана при одновременном 
подъеме груза: 

 

       coscossin2 22  zmcmzFgzRzzRzzz гргрвет . (7) 
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Полученные численные решения позволяют определить собственные частоты, ампли-
туды, законы движения и скорости тел механической системы «стрела крана – груз». 

Предложенная математическая модель найдет дальнейшее развитие к описанию дви-
жения механических систем «стрела крана – груз» с учетом вылета стрелы крана, переносно-
го перемещения платформы стрелового крана, а также наличия случайной ветровой нагрузки 
в классе непрерывных и разрывных функций. 
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